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Définition de la fonction logarithme népérien : f (x) =In (x)

f est définie surR: par f (1) =In (1) =0 etf’ (x) = (In)'(x) = % pour toutx réel strictement positif.

La fonction logarithme népérien a donc une dérstéetement positive, en tout point.

Premiere conséquence[in (u)]’ = UU

Eneffet: v°uy=(V°uyxu = (v°u) =V [uX] xu (X

1 _ v

Donc : [In (U]'(X) = U(X). TORTOR

Conséquences Algébrigues

pour touta,b>0: In (@axb)=In(a) +In (b)

Preuve:

Soit g (x) =In (xx b) avecb réel constant. On pose(x) =xx b, d’'ou u’ (x) =bh.

Onavu:ln (UW](x = L:JJ()? , doncg’ (x):XE:b :% =1In" ().

Conséquence : Pourtout>0,9' (X)-In" (X)=0= gX)-In(X) =k = g(X) =In(x) +k.
(Deux fonctions ayant méme dérivée sont identiguese constante pres)
On déduit : In (xxb)=In (X) +k pour toutx> 0. Dou In (1xb) =In (1) +k = k=In (b).

Conclusion :In (xx b) =In (X) + k=1In (X) +In (b) , soit la formule recherchée.

A partir de cette formule, nombre d’autres sontuibéithles :

0=In (1) =In [aX(%I)]=In (a)+|n(§) = |n(§)=-|n @.

pour touta>0: In (%\) =4n (a)

in(2)=m [a><(%)]=ln (a)+ln(%)= In @ ~In (b) .

pour touta,b >0 : In(%):ln (@ —In (b)

Pour n entier naturel In (a") =In (axax...xa)=In (@ +In @+ ... +In(@=nlIn(a).

pour tout entier natureh ettouta>0: In(a")=nln (a)




Résumé des formules

pour touta,b >0 et pourtoun entier naturel

IN(A)=0 ;In(@xb)y=In(@ +In () ; In(§)=—ln(a) ; In(%)=|n(a)—|n(b) ; In(a")=nlIn (@)

Dérivées: In'(x) = % In ()] = UU

Sens de Variation

On a vu queln’(x) = %> 0, d’'ou lacroissance strictede la fonctionin (x) .

La fonction logarithme népérienest strictementroissante: In(@) >In(b) = a>b

Injectivité:
C’est une conséquence de la croissance strict latabntinuité de la fonction logarithme. Celleest continue car dérivable par

définition.

La fonction logarithme népérierest injective : In(@ =In(b) = a=b

Comportement aux bornes du domaine

Soit a> 1, ce qui implique I+iman = +oo , suivant les propriétés des suites géométrigaaaidonq > 1.
n - 4o

a>1-= In(a)>0 puisqueln(x) est une fonction croissante.

En posantx =a" quitend vers & avecn, on peut conclure 1in1n X = Iirp In(a") = Iirp [nIn(a)].
X —» +oo n - +oo n - +oo

d’ou xliqlo In(X) = [nﬂngoo n](na) =+w.

Soit maintenantx — 0" ; PosonsX :%, soit X - +oo .

e — i Iv_. -
On obtient y H|I(I)‘TJ In (X) = Hrpw In (X) = Engm In (X) = <o

lim, In (X) = -0 et limIn (X) = +eo
X -0 X - +oo

Conséquence
In (X) , fonction continue, prend des valeurs qui vardE e a +eo , lorsquex croitde 0 a -eo.

Ses valeurs prennent donc toutes les valeurs séelle

Pour préciser: 0<x<1l = In(x)<0, In(1)=0 , x>1 = In(x)>0.



Direction asymptotique pour % oo :

Iirr]r In" (x) = Iin;l %: 0" , ce qui prouve que la pente au graphe devidle lmusque x — +oo .
X - too X — too

On déduit que le graphe dogarithme népérienadmet unebranche paraboliquesur x’x lorsque x tend vers ¢o .

Bijection de la fonction logarithme népérien

In (x) , continue et strictement croissante établit bijection de IR =]0; o[ sur IR =]eo ; +oof

En conséquence, tout nombre r§ekst lelogarithme népériend’'un nombre réel unique > 0.

Onavuque Ox<1lsi y<O0 et x>1 siy>0.

Définition du nombre e

La remarque précédente prouve gu'il existe un nemtss 0 unique tel quén (x) = 1.
On appelle ce nombre ,eseul nombre a vérifieln (e) = 1.

Il est bon de savoir quee=2,718... (nombre irrationnel)

Précisions sur les tangentes au graphe déx)n

On sait que I'équation de la tangent&aen x=a est: T, |y=f'(a)(x—a) +f (@) .

Tangenteerx=1: T;|y=In" ()X—1) +In (1) ,soitT;|]y=x-1.

La tangente erx =1 est paralléle a la premiére bissectrice des.a

Tangente exx=e: T |y=In" ()(x—€) +In (e) ,SOitTeW:%(X_e_l < Te|y=%.x.

La tangente erx = e passe par I'origine du graphe.

Tableau de Variation

X 0 1 e +00
I’ (x) + 1 + 1 +
e
In(X) | - A 0 2 1 2 +00
Graphe:
4 /
p=x-I
3 y=x
27 r=Inix
1 p
1 1 2 3 4 5 A 7 o] 9 10
-1
o
5




Cas d’indétermination entre Ifx) et les puissances de x lorsque x tend versdenes du domaine

. . - N 00 In (X
Si X — +e0, 0n avu quen (x) — +o, ce qui crée une indétermination de type pour Jx—l

On a également vu que 8i— +o , le graphe admet une branche parabolique su b&x, ce qui signifie que la pente de la
droite ©OM) devient nulle lorsque I'abscissedu point M , sur le graphe , devient infinie , soit:

lim LG lim %&:Of

X — +oo X — oo

La croissance dén (x) est infiniment plus lente que celle ddorsque x tend vers ¢ : lim n®_ 0

X — +oo

Si x » 0", onavuqudn (xX) — -0, ce qui crée une indétermination de typg ® pour x.In (X) :

Sachant Iim%)—q= 0", on pose X =%, d'ou X - +oo , dont on déduit :

X — too

. i Loy o X
lim xIn(x) = lim X.In(x)— >(I|m X =0.

X - 0 X —+0 L +00

La décroissance dim (x) vers e est infiniment plus lente que celle aevers 0 : lim x.In(x) =0
X - 0

Ces formules peuvent étre généralisées aux puissausitives de x

In x

Sia>0: limx%Inx=0 et lim —¢=0
X -0 X = 40
Cas d'indétermination entre b et x en x 1: )inTxl est indéterminé de typ% enx=1.
lim Inx _ lim In (1 +h):1

xo1X—=1 h-o h

Primitives et Intégrales de logarithmes népériens

1. _ te . u oo te . b1 _ b _ _
fxdx_|np<|+c ,fudX—In|u|+C ,fxdx_[|n|x|]a_|n|b| Inja|

a

On remarquera la présence des valeurs absoluesedgmamitives :
En effetIn |u| a également pour derlveue et constitue un cas plus général doe: .

Preuve:

’

Siu>0,alors (n|u]) =(Inuy = UU

’ )

Siu<O0,alors (njul|)=[In(-w] = Lu = UU également.
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