LE SECOND DEGRE |

Exercice de motivation : un rectangle a pour périmétre P = 14m et pour aire S= 12m?

Quelles sont les dimensions de ce rectangle ?

Moddlisation : Soient x et y les dimensions de cerectangle, on a:
x+y=g:7 e xy=5=12
En remplacant y par 7 — x on obtient I'équation x(7 — x) = 12 qui peut sécrire encore X’ — 7x + 12 = 0.

Comment résoudre une telle équation ? La réponse est dans ce qui suit.

1. Fonction polynéme du second degré

Définition 1

On appelle fonction polyndme du second degré toute fonction P, définie sur R, pouvant se ramener alaforme:

P(x)=ax?+bx + col a, bet c sont desréelsavec a= 0

L'expression ax® + bx + ¢ est encore appel ée trindme du second degré.

Exemples: X*-7x +12 (a=1;b=-7;c=12) a2 (a=4;b=0;c=0)
5 + 1 (a=5;b=0;c=1) (x+1)(x+2) peutsécrirex? +3x+ 2
Contre-exemples: 2x + 1 est un binbme du premier degré

6XC + 3x° + 4x + 2 est une expression du 3°™ degré
(x — 1) — X% est du premier degré.

Exercice : démontrer que s deux fonctions polyndmes du second degré P et Q sont égales (sur R), alors leurs
coefficients sont égaux.
Notons P(x) = @ + bx + cet Q(x) = ax® + b'x + C'.
Dire que lesfonctions P et Q sont égales sur R signifie que pour tout réel x, ona:
ad+bx+c=ax +bx+c (¥)
En particulier, avec x = 0, on obtient immédiatement c=c'.
L'égalité () devient alors: ad + bx=ax* + b'x
En particulier, avec x = 1 puis avec x = —1, on obtient respectivement :
a+b=a+b & a-b=a-b
En gjoutant, puis en soustrayant, membre & membre ces deux égalités, on obtient : 2a=2a' et 2b=2b'.
On adonc finalement : a=a;b=Db ec=c

Les coefficients de P et Q sont donc bien égaux.

Définition 2
On appelle racine du trindme toute valeur de la variable x solution de I'éguation du second degré :
a+bx+c=0
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Exemple: 3 est uneracine du trinbme 2% — 4x — 6.
Exercice: trouver lesracines du trinéme x* — 3 :

On résout I’ équation x* — 3 = 0 par factorisation : (x—\/é)(x + \@) =0 et on trouve
S={-3; 3}

D’une maniére générale, comment trouver les racines d un trindme ax® + bx + ¢ 2 On va voir qu'il existe des

formules. Le principe est de transformer le trinéme pour que la variable x n’ apparaisse qu’ une seule fois.

2. Forme canonique du trinéme

Cas particuliers
X+ 2x+ 1= (x+1)?

X —8x+9=(x—-4)>-16+9=(x—47 -7
Dans les cas ci-dessus les racines sont facilement identifiables :

Résoudre x> — 8x + 9 = 0 revient a résoudre (x —4)? — 7 = 0, ce qui donne aprés factorisation :
(x—4—ﬁ)(x—4+ﬁ)=o
D'ou: S={4-7: 4+7}

Cas général : transformation de I’ écriture ax® + bx + ¢

On met a en facteur (possible car a# 0) : a(x2+9x+£)
a a
2 2
Or: X2+EX=(X+£) _b_z
a 2a 4a
(2 b c) ( b)z b ¢ ( b)z b? - 4ac
D'ou: a| X +—xX+—|=a|| X+ ——+-| =a[| X+ -] -~ >
a a 2a 4a° a 2a 4a

Pour simplifier cette écriture, posons A = b? — 4ac.
Laquantité A s appelle le discriminant du trindme ax® + bx + c.

Onaains :

ad + bx + c=a((x+£)2—iJ

2a)  4a’

Définition 3 : Cette derniere expression, delaforme a(x + (1)2 + B s appelle laforme canonique du trinbme.

Cette forme canonique va nous servir au moins a quatre choses :

e dired letrindbme posséde ou non desracines, et lesquelless'il en a

o factoriser letrinbme lorsque ce sera possible

e connaitre le signe du trindme suivant les valeurs de x

e é&udier les variations de la fonction f définie par f(x) = ax + bx + c et tracer sa représentation graphique

avec précision (coordonnées de I'extremum)

Second degré Page 2 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

2 2
Exemple: "canonisons’ letrindme X% — 7x + 12. Celadonne(x—g) — % +12= (X—Q - % .

Remarquons que I'on peut également procéder par identification pour déterminer une forme canonique.

3. Résolution de I’équation du second degré ax® + bx + ¢ =0

2
. L S A o
Résoudre ax® + bx + ¢ = 0 revient & résoudre 'équation : a((x+2£) _FJ =0 qui S écrit encore:
a a

Dans cette derniére expression, tout est positif sauf A, ce qui nous permet d'énoncer |e théoréme suivant :

Théoréme 1
Si A<0:I'éguation n'a pas de solution rédlle.
Si A =0: I'éguation a une seule solution Xg =—2—t;. On dit que cette solution est double.

Si A>0:I'équation possede alors 2 solutionsrédlles :
_ ~b-vA et X, = ~b+vJA
2a 2a

X1
En effa, Iorﬂ:]ueA est pOSltIf, |'équa1i0n (%) est factorisable: Remarque : Si |les coefficients a et ¢ sont
. i . )
(X+£) _ﬂ (X+£) +£ 0 de signes opposés, alors le trindme ax® +
2a 2a 2a 2a bx + ¢ admet deux racines ; en effet, dans
ce cas A = b? — 4ac est nécessairement
Remargue : les formules obtenues pour A > 0 s éendent aA > 0. it
positif.
Exemples:
o X¥—4x+4=0;%=2;(A=0;inutileici : (x—2)?
Attention! Lecalcul de A est inutile pour
o H6XC+Xx+1=0;A=25;%x= _1 S Xp = 1 destrindmes "incomplets' tels que::
3 2 X —2x=0
o 5 +6x+2=0;A=-4;pasderacineréele ¥ —5=0eC..

o Réponseal'exercicedemativation: A=1;x=3ey=4.

o 2x%+2(1+ 43)x+ \/§+2=O;A=Oetx0=—l+2\/§.

4. Somme et produit des racines (quand A = 0)

Théoréme 2
Lorsque le trindme ax? + bx + ¢ admet deux racines rédlles (distinctes ou confondues), leur somme S= x; + X,
et leur produit P = x; x X, sont donnés par :

b ¢

S=-— e P=
a a

Démonstration : Si x; €t X, sont ces deux racines, on a:

~b-+A ,-b+JA b -b-VA -b+JA _b*-A_dac_c
2a 2a

=—— eP=xxX= >a o aa a

S=XtXe= 2a a

Second degré Page 3 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Exercice d application : résolution d'une égquation du second degré lorsgu’on connait déja une racine: soit

I’ équation 2x* —5x + 3= 0 ; elle posséde une racine évidente x, = 1. L’ autre racine peut aisément se déterminer

graceaSouP: P=1xx;= g doux, = g Il est donc inutile dans ces cas de calculer le discriminant A.

5. Factorisation du trindme ax® + bx + ¢

Théoréme 3
Soit A = b? — 4ac le discriminant du trinéme ax? + bx + ¢. Le trinéme se factorise aing :
e SiIA>0:ad+bx+c=ax—X)(X—Xp) ol X; & X, sont les racines du trinéme

2
. SiAzO:ax2+bx+c=a(x+£) .
2a

Démongtration :

e S A= 0, c'est évident en regardant la forme canonique.

e SiA>0,0na:ax—x)(X—X)=a( -+ P)=ax® + bx + ¢ (d'aprés |e théoréme 2).

Remargue : lorsgue A < 0, comme le trindbme n’a pas de racine rédle, il faut abandonner I’ espair de pouvoir le

factoriser (sur R...).

6. Signe du trinbme

Etudions le signe de f(X) = ax* + bx + c.
CasA > 0: soient x; € x; sesracines, avec (pour fixer lesidées) x; < x,. On aalorslafactorisation suivante :
F(Q) = ax—x)(X = X).

Faisons un tableau de signes :

X —00 X1 X2 +00
X=X - 0 + +
S x—% | - - -0+
C ex)x=x) | £ 0 - 0 o+
f(X) sgnedea O opposfdea O sSgnedeal

CasA < 0: on utilise laforme canonique :

f(X) = a[(x+2—t;)2 _4A82]

Comme A est négatif, I’ expression entre crochets est positive, le signe de f(x) est donc le méme que celui de a.

Pour résumer, on énonce le théoréme suivant :

Théoréme 4
Letrinéme ax® + bx + ¢ est toujours du signe de a sauf entre les racines lorsqu’ elles existent.

Et en particulier, lorsque A < 0O, letrindme est de signe congtant. (Celui de a)

Exemple: réﬁoudrel’inéquationxz—4x+ 1<0.0naA=12>0ex,=2- \@ ex,=2+ \@ Or,icia=1
est positif. Donc le trinbme est toujours positif sauf entre sesracines.

Les solutions de I'inéquation sont donc lesréelsdel’intervalle [2 — V3 2+ \@].
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7. Représentation graphique d'une fonction polyndme du second degré

Dansun repé&re (O;i,] ), notons C la courbe d'équation y = f(x) = ax® + bx + c.

Théoréme5
La représentation graphique d'une fonction polynéme du second degré est une parabole.
Elle est tournée versle haut s a > 0, tournée verslebass a < 0.

Son axe de symétrie est la droite verticale d'équation : x = —23 .
a

Son sommet Sa pour coordonnées : S[—i;—ﬁ)
2a  4a

Démonstration :

Procédons a un changement de repére en posant X = x + 2—2 gY=y+ 4Aa'

Ce changement a pour effet de simplifier amplement la forme canonique :
b)? A b)?
y=a (x+—) —— |soitencorey+ — =a (x+—) ce qui Sécrit dans le nouveau repére: Y=a X2
2a)  4a° 4a 2a

Ceci est I'équation d'une parabole.
Le signe de a conditionne donc I'orientation de cette parabole ; la premiére partie du théoréme est démontrée.
Notons que les coordonnées (xs , Ys) del'origine S du nouveau repére (et du sommet de la parabol€) peuvent se

calculer delafagon suivante:
Xg=Xg+ 2—2 e Ys=ys+ 4Aa ol (xs, Ys) désignent les coordonnées de Sdanslerepére (O ;i,] ), et
(Xs,Ys) les coordonnées de Sdanslerepére (S;i, | ). Et comme on a naturellement (Xs,Yo) = (0, 0)

On en déduit que: (Xs, Yo = [_ﬁ;_ﬁj

Autre démonstration "fonctionnelle€" pour retrouver les coordonnées du sommet S:

2
Partons de : f(x)=a(x+£) _A
2a 4a
Casl:a>0
b 2
On a, pour tout x € R : a(x+2—a) =0
Donc: fx) = _A
4a
Lafonction f est donc minorée, sur R, par _4Aa'
Or,six=—£,ona: f[—ijz—ﬁ
2a 2a 4a
- A b
Donc f admet un minimum m= —— en X, =— —.
4a 2a
Cas2:a<0
b 2
On a, pour tout x € R : a(x+2—a) <0
Donc: fx) < _A
4a
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Lafonction f est donc majorée, sur R, par _A

da’
Or,six=—£,ona: f_ﬁ __A
2a 2a 4a
. A b
Donc f admet un maximumM = —— enxy=— —.
4a 2a

8. Résumé

Pour terminer, résumons par des illustrations les informations du théoréme 1 et du théoréme 5 :

A<O A=0 A>0
y C y y
a>0 c
parabol e tournée C
vers le haut
s S o A0 X
0 o X 0 o X “
2a 2a S
y Y, y
0 A0 X
a< o 2a
= x
parabol e tournée 0 ZL;
verslebas
}b X
ol I 2 c
C C
pasderacineréelle uneracine (double) : —21 deux racinesréellesx; et X; ...
a

Les coordonnées du sommet Sde la parabol e sont [—2—2 = 4%{) .
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