Solution - Suites Récurrentes - Raisonnement garrrénce — s5186

Soit la suite u définie par up = 1 et pour tout entier naturel n, par un+1=\/1 +u, .
Soit la fonction f définie sur [-1; 4eo[ par f(x) =1/1 +x.
1/ Montrer que f est strictement croissante.

f est définie, continue sur [-1 ¢of, mais dérivable uniquement sur ]-1ep[+{tangente verticale en -1).

u’ . 1 . . .
f=4u = f =—=, soit f(x) = >0 sur ]-1; #o[ , ce qui prouve quéd est strictement croissante.
\u e 0= "1 ; %[ , ce qui prouve g

2/ Soit a la solution de I'équation f(x) =x .

On cherche l'abscisse de l'intersection@eavecy = x , 1*®bissectrice des axes.

_1-—/5
X = > <0
f(x) =x < /1 +x=x (ce quiimposex=20) = 1+x=x* = x*-x-1=0, soit 1 fE
2 = 2
_1+3[5 o , o .a_a+b
Donc a= > = 1,61803 (il s'agit dunombre d’or, rapport idéal dedeuxlonguewsetb.B— a ).

Montrer que, pour toutréel xO[1;4a], alors f(x) O [1;4a].
f étant continue et strictement croissanteses images conservent I'ordre des antécédents :
l<x<a = f(1)<f(x)<f(a), avecf(l) :\ﬁ: 1,414 .. etf(a) = a.
Donc: 1<sx<a = \lisf(x)sa = 1s\/§sf(x)sa, soit 1<f(x)<a.

Si les antécédents x appartiennent a l'intervdlle a] , leurs images (X) restent dans l'intervalldl ; a] .

3/ En déduire, en raisonnant par récurrence, quequr tout entier n: 1su,<a et U, <Up+1.
Soit P,:«1<su,<a».
a) Initialisation : Py est vraie, car £ up<a, puisqueuy=1.
b) Hérédité: Supposons?, vraie (1< u, < a). Peut-on en déduir@, . ; vraie (IS u,+1<a)?
D'aprés 2/: Eup<a = 1<f(u)<a,soit I<u,,+1<a.
P,+1 estdonc vraie, si'on saR, vraie (droit de passage).

c) Conclusion: P, est vraie pour tounh entier naturel.
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Soit Q: «UnSUp+1>».

a) Initialisation : Qg est vraie, camy=1 etu; :\/5 =1,414 .. fontqualy<u; .

b) Hérédité: SupposongQ, vraie (U, < U, . 1). Peut-on en déduir€, . vraie (,+1<Uy+0) ?
Sachantf croissante U, < Upy+1 = f(U,) <f(Uy+1) , SOIt Upy 1< Upsa.
Qn+1 estdonc vraie, si I'on saip, vraie (droit de passage).

¢) Conclusion: Q, est vraie pour touh entier naturel.

4/ En déduire que la suiteu est convergente, et déterminer sa limité. .
Les propriétésP,, et Q, signifient que la suitas est croissanteuf< u,.,) et bornée, donc majorée €1, < a).
On déduit queu est convergente vels, telleque kL<a.

Passons la relation de récurrengg ; :\/1 +U, a sa limite, poum tendant vers o¢ .

Ur+1=11+U, devientL =4/1+L, les termes de la suite s'accumulant sut , jusqu’a s’y confondre.

On retrouvel = a :m@ , hombre d’or.
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n u
-
1 1,41421
T 1,55377
T 1,59805
T 1,61185
T 1,61612
T 1,61744
f T 1,61735
T 1,61798
T 1,61802
? 1,61803
T 1,61803
T 1,61803
T 1,61803
T 1,61803
- T 1,61803
< ? 1,61803
T 1,61803
? 1,61803




