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Uo=a

On considére un réel a strictement positif et la suite (u.) définie pour tout entier naturel n par : { o
Un+1 = Un.

1/ Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n: u.>0.
Soit la proposition de récurrence P, : « u, > 0» .
- Initialisation : P, est vraie, car up=a >0 .
- Hérédite . Supposons P, vraie (u, > 0). Peut-on en déduire P, . vraie (u,+1>0)?
Sachant e “ >0 et u, supposé positif, on déduit u, -, =u,.e " >0.

- Conclusion : P, estvraie pour tout n entier naturel.

2/ Montrer que la suite (u.) est décroissante.

La suite (u,) étant a termes positifs, plutot qu’étudier le signe de u, + | — u, , on peut étudier ——— .

n

. . Un+1 . . 5e 1 .
En effet : (u,) décroissante < u,+1 <u, < L"I—+ <1,si (us) >0, ce qui ne change pas le sens de I’inéquation.

n

—u Up+1 —u
Or: tp+1=Up.€ " & —=¢ .

n

u, >0 < -u,<0,donc 0<e “ <1, cequiprouve que la suite (u,) est décroissante.

Autre Méthode : On sait que u, >0, pour tout » entier naturel.

—u —u
Up+1— Uy =Up. € "—U,=up(€ "—1).

>0 & -u, <0 & 0<e “<1,soit € —1<0 et u+1—u,=u,.(e " —1)<0.

On déduit que la suite (u,) est décroissante.

3/ La suite (u.) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

La suite (u,) est strictement décroissante et minorée par 0 . Elle est donc convergente vers L >0 .

. , —u \ . .
Passons la relation de récurrence u,+1 =u,.€ " asalimite, lorsque n tend vers oo :

L=0
Uy1 =€ " devient L=L.e" < L(1-e')=0 < | ou .
et=1 < L=0

Onconclue: lim u,=0.
n —+owo



