LIMITES DE SUITES

| Limites finies ou infinies

Exercice 01 (voir réponses et correction)

Pour chacune des suites, en calculant différents termes, conjecturer la valeur limite de u, quand n devient
infiniment grand (c'est-a-dire quand n tend vers +).

19y u, =1 pourns1 2°)u,=2n2 - 1 pourn e N 3°)u, =—"— pourn c N
n n2 + 1
4°)u, = 2" pourn c N 5°)un:% pour n > 6 6°)u, = (~1)" pourne N
n—

Exercice 02 (voir réponses et correction)

On considére la suite u, définie par récurrence par ug=4 et u,,, :%un +1 pourtoutn e IN

1°)Calculer U»] X U2 s U3 s U4 X U5 .

2°)En utilisant une calculatrice ou un ordinateur, donner un tableau des valeurs approchées a 10-3 prés de
uq @ uyq . Conjecturer la valeur limite € de la suite (u,).

3°)En utilisant un algorithme déterminer le premier entier pour lequel on a u, <2,0000001

Exercice 03 (voir réponses et correction)

On considére la suite u,, définie par uy=10 et u, 4=

%un +2.
1°)En utilisant une calculatrice ou un ordinateur, donner _des-valeurs approchées de uy a uyq puis des
valeurs approchées de u, et de ug .
Emettre une conjecture sur la valeur limite de la suite (u,,).
2°)Soit A un réel strictement positif. Montrer que'si 5 - A<u,<5+h alors 5-h<u, ;<5+h.
3°)Démontrer par récurrence que pour toutn >8 ona 4,9 <u,<5,1

4°)Déterminer un entier N tel que pour toutn >N on ait 4,999 <u, < 5,001

Définition ( voir animation )

Soit (u,) une suite et £ un nombre réel.

Si tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang, on dit que
la suite (u,,) a pour limite £, ou que la suite (4,) converge vers ¢.

Onécrira  bim u,={. : — }: .

U1 UO U5 U2U6 U7 U4 U3

Remarques

e On ne peut envisager la notion de limite d'une suite que lorsque n tend vers +,
n étant un entier la notion de limite lorsque n tend vers 0 ou lorsque n tend-vers 5 (par exemple) n'a pas
de signification.

e Dire qu'une suite a pour limite un nombre réel ¢ revient aussi.a dire que son terme général u, est aussi

proche de ¢ que I'on veut & partir d'un certain rang.
e Dire qu'une suite a pour limite un nombre réel ¢ revient aussi a dire que tout intervalle ouvert contenant ¢
contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini d'entre eux.

Propriété (voir démonstration 01)

Si une suite (u,,) a pour limite un nombre réel ¢, alors cette limite est unique.
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Exercice 04  (voir réponses et correction)

On considére la suite définie pour tout n € IN* par : u,=

Z§|_\

1°) Déterminer un entier naturel N tel que : pour tout n > u, € 1-0,1;0,1[ .

2°)Justifier en utilisant la définition que  #im u,=0.
n—>+o00

Exercice 05 (voir réponses et correction)

On considére la suite définie par u, = 2n+1 pournz=1.
n
1°)Calculer uq, us ... uqq et en donner des valeurs approchées a 10-2 pres.
2°)Observer la représentation graphique de la suite (u,) donnée par une calculatrice ou un ordinateur.
Quelle conjecture peut-on faire sur la limite de la suite (u,) ?

3°)On considére l'intervalle ouvert de centre 2 et de rayon 0,01, c'est-a-dire l'intervalle 11,99 ; 2,01[ .
Montrer qu'a partir d'un certain rang ny a déterminer, tous les termes de la suite (u,) appartiennent a cet

intervalle.
4°)On considére l'intervalle ouvert de centre 2 et de rayon r , c'est-a-dire l'intervalle ]2 - r;2 +r[ .
Montrer qu'a partir d'un certain rang ny a déterminer en fonction de r, tous les termes de la suite (u,)

appartiennent a cet intervalle.

5°)Démontrer que ¢im u,=2.
n—>+owo

Définition
Soit (u,) une suite.
Si tout intervalle de la forme JA ; +oo[ contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang, on dit que

la suite (4,) a pour limite +c0.- On écrira  €im u,=+x .
n—>+o

Si tout intervalle de la forme ]-oo ; A[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang, on dit
que la suite («,) a pour limite —co. On écrira im u,= .
n—>+w
Remarques

e Dire qu'une suite a pour limite +oo revient aussi a dire que son terme général u,, est aussi grand que I'on
veut a partir d'un certain rang.

e Dire qu'une suite a pour limite +« revient aussi a dire que tout intervalle ]A ; +oo[ contient tous les termes
de la suite sauf un nombre fini d'entre eux.

e Dans le cas ou une suite a une limite £ finie, on dit parfois que la suite converge vers £, mais on n'utilise
pas le terme de convergence dans le cas d'une limite infinie.

Exercice 06 (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,,) définie par u, =3”2;% pournz1.
1°)Donner, en utilisant une calculatrice ou un tableur, des valeurs approchées a 10-2 prés de Uq, Uy ... U7 .
2°)Observer la représentation graphique de la suite (1,) donnée par une calculatrice ou.un tableur.
Quelle conjecture peut-on faire sur la limite de la suite (u,) ?
3°)On considére A un nombre réel. En utilisant un algorithme, déterminer, dans les différents cas ci-
dessous, le premier entier n pour lequel u, appartient a l'intervalle JA ;40 [

A 10 20 100 5489 12 548 100 000
n 1 46

4°)Soit A un nombre réel supérieur ou égal a 10.
Montrer qu'a partir d'un certain rang ny a déterminer en fonction de A, tous les termes de la suite

appartiennent a l'intervalle JA ; +oo[ .
Les valeurs trouvées pour nj correspondent-elles au tableau de la question précédente ?

5°)Quelle est la limite de la suite (u,,) ?
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Exercice 07 (voir réponses et correction)

Tu, = 11
5
1°) Donner les valeurs exactes de uy ; u, ; us, puis en donner des valeurs décimales a 10-2 prés.
2°)En utilisant une calculatrice ou un tableur, donner une valeur approchée & 10-2 prés de uqy et uy -
3°)On considére A un nombre réel. En utilisant un algorithme, déterminer, dans les différents cas
ci-dessous, le premier entier n pour lequel u, appartient & l'intervalle ]A ; +o [ .

A 10 20 100 5000 12 000 256 431
n

On considére la suite (u,) définie par uy=6 et pourtoutn e IN u,, 4=

4°)Conjecturer la limite de la suite (u,).

Exercice 08 (voir réponses et correction)

Justifier que la suite (-1)" n'a pas de limite.

Exercice 09 (voir réponses et correction)

Soit @ un nombre réel strictement positif.

1°)Démontrer que pour tout entier naturel n: (1+a)">1+na .
2°)Soit A un réel. Justifier que pour n assez grand, 1 + na > A.

3°)En déduire que si ¢ >1 , fim g"=+o.
n—>+o0

I Limites et ordre

Propriété (voir démonstration 02)

Soient (u,) et (v,) deux suites et soit ny un entier naturel.

Sipourtoutnzny u,<v, ; si fim u,=¢ etsi fimv,=¢ alors ¢<?" .
n—>+o n—>+©

Remarques

e La propriété ci-dessus n'est pas vraie avec des inégalités strictes.
Si u,<v, alorson ne peutpas en déduire ¢ <?¢’, mais seulement ¢ <?¢'.

Par exemple en prenant u,=0 et v, = 1 ;

n
ona u,<v, pourtoutn =1 mais nﬁlzzw u,=0 et nﬁrfw v,=0.
e La propriété ci-dessus permet de comparer deux limites, mais elle ne permet pas de démontrer
I'existence de la limite d'une suite.
(Cette propriété n'est utilisable qu'a condition d'étre certain que les deux suites ont une limite)

Exercice 10 (voir réponses et correction)

On considére les suites (u,) et (v,) définies par :

ug=-1 et pourtoutn e IN un+1=%un+2 ; Vg=4 et pourtoutn e IN vn+1=%vn+2

1°)Démontrer par récurrence que pour toutn € IN,ona u,<v,.
2°)Si les suites (u,,) et (v,) ont des limites finies € et £’ que peut-on dire de ¢ et ¢’ ?
3°) En utilisant un tableur, conjecturer la limite de chacune des suites.

Propriété (voir démonstration 03)

Soient (u,) et (v,) deux suites et soit ny un entier naturel.

.=V, et si fim v,=+0 alors fimu,=+x.

Sipourtoutnzny u
n—>+0 n—>+0

n
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Remarques

e Cette propriété se traduit par : "une suite supérieure a une suite tendant vers +ow tend aussi vers +o".
e On a une propriété similaire pour une suite qui tend vers = :
Soient (u,) et (v,) deux suites et soit ny un entier naturel.
Sipourtoutnzny u,<v, et si fim v,=-co alors fimu,=-o.
n—>+w n—>+w
Cette propriété se traduit par : "une suite inférieure a une suite tendant vers - tend aussi vers —x".

Exercice 11 (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,) définie par u, = n\/_ - 8n pour tout n € IN.

1°)En écrivant u, sous la forme u, = n(\ln - 8), déterminer un entier ngtelque u,>n pourtoutn > ng,.
2°)En déduire la limite de la suite (u,,).

Propriété (théoréme des gendarmes) (admis)
Soient (u,) , (v,) et (w,) trois suites et soit ny un entier naturel.

Sipourtoutnzny v,<u,<w, et si fim v,= limw,=¢ alors flimu,=%.
n—>+w n—>+w n—>+o
Exemple

cos n
n

On considére la suite (u,,) définie pour n > 1 par u,=

On sait que pour tout réel x,ona -1'<cos x <1

La suite (u,) est donc encadrée par les deux suites (v,) et (w,) définies par v, = - 1 et w, = 1
n

n

Ona #im v,=0 et ¥m w,=0. On peutdoncen déduire que ¥im u,=0.
n—>+0 n—>+w n—>+w

Exercice 12 (voir réponses et correction)

_ntd
2n+sin n
1°)En utilisant un tableur, conjecturer la limite de la suite (u,,).

2°)Démontrer que pour toutn =1, on a %< u,. (Ondit que la suite (u,,) est minorée par%)

3°)Démontrer qu'a partir d'un certain rang, ona u, < % +1

n

On considére la suite (u,,) définie pourn > 1 par u,=

° g . 1
4°) Justifier que nﬁTw Uy =7

Exercice 13 (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,) définie par u,= %
n +

1°)Donner, en utilisant une calculatrice, des valeurs décimales approchées de ug , uq , ..., uyg€tuqqg -
2°)Montrer que pour toutn € IN,ona -1<u,<3.
On dit que la suite (u,) est minorée par —1 et majorée par 3.
3°) Etudier le sens de variation de la suite (up).
4°)Démontrer que pour n suffisamment grand on a u, > 2,999 . Que peut-on penser de la limite de (u,) ?

Définition
Si pour tout entier n ona u, <M, on dit que la suite (u,,) est majorée par M.
M est un majorant de la suite (u,).
Si pour tout entier n ona m <u,, on dit que la suite (u,,) est minorée par m.

m est un minorant de la suite (u,).
Lorsqu'une suite est majorée et minorée, on dit qu'elle est bornée.
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Exemple
La suite définie dans I'exercice 13 est minorée par -1 et majorée par 3. C'est une suite bornée.

Remarques

e |orsqu'une suite est majorée, elle n'a pas un unique majorant.
Par exemple si (u,) est majorée par 3, elle est, a fortiori, majorée par 4.

e |l en est de méme pour les minorants.

Propriété (admise)

Une suite croissante majorée est convergente (c'est-a-dire qu'elle a une limite finie).

Remarques

e La propriété ci-dessus permet de justifier'qu'une suite a une limite finie, mais elle ne permet pas de
donner la valeur de cette limite.

e D'aprés les propriétés vues suri les limites, si une suite est majorée par K, sa limite, si elle existe, est
nécessairement inférieure.ou'égale a K.

e De la méme fagon on admet la propriété : Une suite décroissante minorée est convergente.

Exercice 14  (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,) définie par uy=0 et wu,, 4 :%un + 1 pourtoutn € IN.

1°)Calculer uq ;uy; us;uy ; us . Placer les points correspondants sur une droite graduée.
2°)Démontrer que la suite (u,,) est majoree.

3°)Démontrer que la suite (u,) est croissante.

4°)Justifier que la suite (u,) a une limite finie. Que peut-on penser de la valeur de cette limite ?

Remarque

Lorsqu'une suite définie par récurrence a une limite finie £, on admettra que la relation de récurrence permet
de déterminer une relation vérifiée par la limite £.
Attention néanmoins, il faut étre certain que la suite a bien:une limite finie.

Propriété (voir démonstration 04)

Soit (u,) une suite croissante telle que %im u =4£. Alors pour tout entier nona u, <?.
n N>t N n

Propriété (voir démonstration 05)

Une suite croissante non majorée a pour limite +o.

Remarques

e De méme une suite décroissante non minorée a pour limite —oo.
e Attention, une suite non majorée mais qui n'est pas croissante n'a pas nécessairement une limite (et de
méme pour une suite non minorée mais qui n'est pas décroissante).

C'est le cas par exemple de la suite (u,,) définie par u, = (-2)".
e Une suite croissante a donc toujours une limite, c'est soit une limite finie (dans le cas ou la suite est

majorée), soit +co dans le cas ou la suite n'est pas majorée (et de méme une suite décroissante a
toujours une limite).

Exercice 15  (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,) définie par ug=1 et pourtoutne N w4 =«/2un +3
1°) Donner des valeurs approchées a 10=3 prés de uq ; uy ; ... ; uyq -

2°)Démontrer que pourtoutn e N 0 <u,<3.

3°)Démontrer que la suite (u,) est croissante.

4°)Justifier que la suite (u,) a une limite finie. Quelle est cette limite.
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Il Opérations sur les limites

Propriétés (admises)

Soient (u,) et (v,) deux suites.

Si (u,) a pour limite finie £ et si(v,) a pour limite finie £/, alors
e (u,+V,) apour limite finie ¢ + ¢’
e (u,xV,) apour limite finie £x¢’
o sid =0, (%j a pour limite finie %

n

Exercice 16 (voir réponses et correction)

En utilisant les propriétés précédentes et en sachant que n@fwl = 0, déterminer la limite des suites :
n

o 1 ol -3 o [ 1 o (1=2n
1y (5+1 2 ( ) 3 (—) 4 (—)
)( n)n>1 ) 1 p>1 ) n2 Jnx1 ) n Jnx1

Remarque

Les tableaux suivants permettent de donner, dans certains cas, la limite de la somme et du produit de deux
suites (u,) et (v,) lorsqu'on connait da limite de chacune des deux suites et la limite de l'inverse d'une

suite (u,,) dont on connait la limite.

La plupart des résultats se comprennent de fagon intuitive. lls peuvent tous. étre démontrés en utilisant les
définitions données précédemment. ¢ et £’ désignent des nombres réels.

Limite d'une somme

Si (u,) a pour limite Y Y Y +o0 -0 400
Si (v,) a pour limite ? +00 -0 +00 ) -0
Alors (u,) + (v pas de
( "), _( " L+ ¥ +00 -0 +o0 - résultat
a pour limite général
Limite d'un produit
Si (u,,) a pour limite ? 220 40 OU —© 0
Si (v,) a pour limite ¢ +0 OU =00 400 OU =00 400 OU =00
Alors (u, x v +o0 OU =90 oo OU =90 5
( r § _t”) 2x 0 suivant les suivant les pas déenréerzrltat
a pour fimite signes signes 9
Limite d'un inverse
0 0
Si (u,) a pour limite 220 par valeurs par valeurs 400 OU = ©
supérieures inférieures
Alors 1 1
u, ? +00 - 0
a pour limite
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Exercice 17

(voir réponses et correction)

Déterminer dans chacun des cas la limite de la suite (u,,) définie par :

1°)u,=n2+n

Remarque

Les résultats des deux tableaux précédents permettent de trouver les résultats pour un quotient.

Limite d'un quotient

2°)u,=n(n-1)

3Vu,=n%2-n

Si (u,) a pour limite i ? 2£0 0 400 0U =00 | +00 0U =00 | +00 OU =00
0 0
par valeurs par valeurs
i imi +o0'0U Ari Ari
Si (Vn) a pour limite e, £0 superieures 0 superieures e, £0 00 OU =00
-0 ou ou
par valeurs par valeurs
inférieures inférieures
Alors |4z Yy, 400 OU —oo| pasde |+wo ou —oo |+ OU —oo| pasde
\ 7 0 suivant les | résultat | suivant les | suivant les | résultat
a pour limite signes | general | signes signes general
Remarque
Lorsque le tableau ne donne pas de résultat général, on parle souvent de «forme indéterminée».
Les formes indéterminées sont de 4 types exprimés sous forme abrégée par: +w =0 0 x© % X
o0

Ces notations, incorrectes, sont a proscrire dans un devoir rédigé.

Exercice 18 (voir réponses et correction)

Déterminer dans chacun des cas la limite de la suite (u,,) définie par :

1°)un=(n+%)(n—%> 2°)un=(n—1)(%) 3,,)un:n+2

n+1
Propriété

Soit ¢ un nombre réel.

2
4c u :/Z +n
) 3-2n

(voir démonstration 06)

e Sig>1alors gz)m g" =+
n +o0

im "=

ig=1 al
Sigq alors im

i =1<g¢g< / n—
Si -1<g<1 alors nﬁrﬁcq 0

Si g < -1 alors ¢" n'a pas de limite.

Exemples
im 3"= im (1Y = i (99N 6 L LE\ .
Ona nﬁlzzw?) = +o0 nﬂﬁo(z) =0 nﬂfﬁﬂ( 100) =0 ; (-5)" n'apasde limite.
Exercice 19 (voir réponses et correction)

1°)Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme ug = 3 et de raison -5.
Déterminer I'expression de u, en fonction de n. En déduire la limite de (u,,).

2°)Soit (v,,) la suite géométrique de premier terme vy = =5 et de raison 2.
Déterminer I'expression de v, en fonction de n. En déduire la limite de (v,).

n
3°) Soit (w,) la suite définie par w,=5 = 2n + 3 x (%) . Déterminer la limite de (w,,).
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Exercice 20 (voir réponses et correction)

On considere un triangle équilatéral de c6té 1. On considére la transformation qui consiste a couper chaque
segment en trois segments égaux et a remplacer la partie centrale par deux segments de méme longueur.
On répéte cette transformation et on appelle F, la figure obtenue aprés n transformations.

On appelle Flocon de Von Koch la figure obtenue aprés un nombre infini de transformations.

/\

Fo Fiq

@ °

Soit p, le périmetre de la figure F .
1°) Déterminer p, et p4 .
2°) Justifier que la suite (p,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison.

3°) Exprimer p, en fonction de n..Donner des valeurs approchées de pq et psq . Déterminer nﬁToo Pn -

Exercice 21 (voir réponses et correction)

ere eme

Un escargot grimpe le long d'un tronc d'arbre. La 17 heure il grimpe de 1 métre, la 27 heure, fatigué, il ne
grimpe que de 0,5 m et ainsi de suite : a chaque heure passée il grimpe deux fois moins que I'heure d'avant.
1°)De quelle distance a-t-il grimpé en 5 heures.

2°)Pour n € IN, exprimer en fonction de n |a distance d,, dont I'escargot a grimpé en n heures.

3°)Déterminer €im d, . Que peut-on en conclure ?
n—>+oo

Exercice 22 (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,,) définie par ug=18 et u, 4 :%un +3

1°) Calculer les valeurs exactes de uq , u, , us., puis déterminer des valeurs approchées de uy , ug, ... , tyg .
2°)Montrer que la suite (u,,) est décroissante et minorée. Que peut-on en déduire ?

3°)On considére la suite (v,) définie par v,=6 + 12—5 . Calculer vy, vq,Vy, V3.

4°)Exprimer v, 4 et an + 3 en fonction de n. Que peut-on en conclure ? Déterminer fim u, .
2 n—>+o

Exercice 23 (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,,) définie par ug=1 et u, 1=2+ 3 pour toutn € IN.
ul‘l
1°)Calculer uy ; uy ; us . La suite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ?
+1
2°)Soit (v,,) la suite définie par v, = fn !
u, =3

a) calculer vg;Vvq;Vy; V3.
b) Exprimer v, 4 en fonction de v, . Que peut-on en déduire pour la suite (v,) ?

3°) Exprimer u,, en fonction de n. Déterminer dim u, .
n—+w

Exercice 24 (voir réponses et correction)

On considére la suite (u,,) définie par ug=8 et u,, q=2u,- 3 pourtoutn e IN

et la suite (v,) la suite définie pour toutn € IN par v,=u, - 3.

1°)Calculer uy ;uy ; uz; uy €1 Vg ; Vi ; Vo Vg;Vy.

2°)Exprimer v, 4 en fonction de v,, . Que peut-on dire de la suite (v,) ?

3°)Donner I'expression de v, en fonction de n et en déduire I'expression de u, en fonction de n.
4°)Justifier que tous les nombres u,,, sauf ug, ont une écriture décimale se terminant par le chiffre 3.

o
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Exercice 25  (voir réponses et correction) ( voir animation )

On considére la suite (u,) définie par ug=4 et wu,,q :\/un +1 pourtoutn € IN.

On considére la fonction # définie par #(x) =/x + 1. On admettra que £ est croissante.
1°) Tracer dans le repére ci-dessous, la courbe (%) de #, et la droite D d'équation y = x.
Placer sur I'axe (Ox) le point Ay d'abscisse uy,.

Y

2°)Placer sur la courbe (%) le point B d'abscisse u,.
Quelle est I'ordonnée de B, ? (on donnera la valeur exacte et une valeur approchée).
Tracer la droite paralléle a (Ox) passant par Bj. Cette doite coupe D en un point Cy,.
Quelles sont les coordonnées de C ?
Tracer la droite paralléle a (Oy) passant par C,. Cette droite coupe (Ox) en un point A,.
Justifier que A4 a pour abscisse uy.
3°)Reprendre la méthode de la question 2°) pour construire les points B4, C4, A,, puis les points B,, C,, Aj.
4°) Conjecturer, a l'aide du graphique, la limite ¢ de la suite («,,).
5°)En utilisant une calculatrice ou un ordinateur, conjecturer une valeur approchée a 10-% prés de 2.

Donner la valeur exacte de £.
6°)La valeur de ¢ sera-t-elle différente si on change la valeur du premier terme u ?

Exercice 26  (voir réponses et correction) ( voir animation )

On considére la suite (u,) définie par ug=4 et u

On considére la fonction £ définie par #(x) :%x +1.

1 :%un+1 pourtoutn € IN.

1°) Tracer dans un repére orthonormal d'unité 1cm, la courbe (A) de £, et la droite D d'équation y = x.
2°)En utilisant la méthode de I'exercice 25, construire les points de I'axe (Ox) d'abscisses uq jus ; us.; uy.

3°)Calculer uq ; uy ; us.; uy.

4°)Conjecturer, a l'aide du graphique, la limite £ de la suite (up)-

5°)En utilisant la suite (v,) définie par v, =u, - 2, déterminer I'expression de u,'en fonction de n.
Démontrer que (u,,) a une limite et donner la valeur de cette limite.
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