LES SUITES |

1. Définition

1.1. Définition

Une suite numérique est une fonction de N dans R, définie a partir d'un certain rang no.

Lanotation (u,) désigne la suite en tant qu'objet mathématique et u, désigne I'image de I'entier n (appel € encore
terme d'indice n de la suite (uy)), terme que I'on pourrait noter u(n) mais |'usage en a voulu autrement.

Exemples:
e Suite définie en fonction du rang (du type u, = f(n)) :

1
U= —,pourn=1
n

On obtient : u1=1;u2=% ;u3=% €tc ...

e Suite définie en fonction de terme(s) précédent(s) (suite récurrente) :

Upyp = Uy (1_ un)
On obtient : Up=Ug(l—Up) =—2; Up,=-6; U3 =—-42 etC.

Exercice : déterminer lerang a partir duquel la suite (u,) suivante est définie:

U= vn-3

2. Suites arithmétiques

2.1. Définition
Une suite (u,) est dite arithmétique lorsqu'on passe de chaque terme au suivant en ajoutant toujours le méme
nombrer : Unsy = U+ I pour tout indice n

Cenombrer sappelle laraison dela suite (uy).

M1 : comment vérifier qu'une suite (u,) est arithmétique ?
— On calcule, pour tout indice n, la différence de deux termes consécutifs u,,; — U,. Si obtient une quantité
constante r, alors la suite est arithmétique de raison r. Si on obtient une quantité variable (dépendante de n),

alorslasuite n'est pas arithmétique.

Exemples : les suites suivantes sont dles arithmétiques ?
1) uy=3n-2.
Pour tout indicen, on a:
U1 —U=3N+1)-2-3n+2=3n+3-2-3n+2=3
Lasuite (uy) est arithmétique deraisonr = 3.
2) uy=n’+1
Pour tout indicen, on a:

Ut —Un=(N+1)?+1- M+ =n*+2n+1-n’=2n+1
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Suite non arithmétique.

Notons que cette conclusion est immédiate ala vue des premierstermes (uy=2=Uy+ 1, U, =5=u; + 3)

Remargue : toute suite définie par une relation du type u, = an + b est arithmétique de raison a car pour tout n :
Uy—Up=a(n+1l)+b-an-b=a.
Réciproquement, peut-on dire que toute suite arithmétique de raison a peut sécrire souslaformeu,=an+ b ?

Laréponse est dans ce qui suit.

M2 : comment calculer un terme quelconque d'une suite arithmétique ?

— On utilise I'une des relations suivantes : u, = Up + Nr ou u,, = U, + (N — p)r (pour tous entiers p et n)

Exemples: Calculer uys dans les deux cas suivants :
1) uy=6etr=5: Uz = Up + 26r = 6 + 26x5 =136
2) upg=3etr=-2: Ups = Ugg + 16r = 3 + 16x(-2) = -29

Exercice : démontrer que toute suite arithmétique (u,) peut sécrire: u, = an + b.
En effet, s on noter laraison delasuite, on a, d'apréesM2: u, = Up + nr

Il suffit dechoisir a=r et b = uy pour avair e résultat demandé.

M3 : comment calculer la somme Sde N termes consécutifs d'une suite arithmétique ?
— On utilise larelation suivante:

N(P+ D)
2

S=

ol N = nombre de termes de la somme, P = premier terme de la somme et D = dernier terme de la somme.

Exemples: calculer les sommes suivantes:
1) S=1+3+5+7+9+11+..4+99
Nous avons affaire & la somme de termes d'une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier termeu; = 1.
Mais combien de termes comporte cette somme ?
Notons u, = 99 ou n désigne le nombre de termes de la somme.
D'apré&sM2,0na : u,=u; + (n— Yr. Cest-adire: 9=u; + (- )x2=1+2(n-1)=2n- 1
D'ou n=50. Il y adonc 50 termes dans cette somme.

_ 50(1+99)

Ce qui donne, d'aprées M3 ; S = 2500

2) S=1+2+3+4+..+n.
Somme des n termes d'une suite arithmétique de raison r = 1, de premier terme P = 1 et de dernier terme

n(n+1)

D=n,dou: S=
2
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Exercice : en sinspirant de la méthode de I'exemple 1, démontrer que le nombre de termes N d'une somme Sde

termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison r, de premier terme P, et dernier terme D, est donné par la

D-P
r

formule: N= +1

En déduire que, danslasommeuy + ... + Ug (oU p < ), il yaN=qg—-p+ 1 termes.

Quelques démonstrations :

M1 : évident, lesreations Un,; — Uy =T €t Upsp = Uy + I SONt Equivalentes.
M2 : soit (u,) une suite arithmétique deraison r.
On considére la propriété o (n) définie pour n € N par :
@(n) i Uy=Ug+nr

Sin=0, lapropriété est clairement vérifiée donc g (0) est vraie.
Montrons que pour toutn € N : )= ph+1)
Supposons donc, quel'on ait g (n), cest-a-dire:

Un=Up + Nr
D'aprés la définition d'une suite arithmétique, on a:

Unsr = Un + T
Mais comme on a supposg ¢ (n), celadonne ;

Upyp =Ug + NF + 1 =Ug+ (N+1)r

On obtient larelation derécurrence au rang n + 1, asavoir @ (n+ 1).

On adonc bien, pour tout n € N : )= ph+1)

L e raisonnement ci-contre
est appel € rai sonnement "par
récurrence”

Résumons : s la propriété est vraie a un certain rang, elle est vraie au rang suivant. Comme elle est vraie au

rang O, elle est donc vraie a tout rang.
En conclusion, pour toutn € N, ona: Uy = U + Nr
En remplagant n par p, on obtient également :
Up=Up + pr
Et par différence des deux dernieresrelations::
Un —Up = (N—p)r
D'olr : Un=Uy+ (N—p)r
M3 : soit acalculer :
S=P+(P+r)+..+({D-r)+D
(somme comprenant N termes)
Cette somme S peut encore sécrire :
S=D+(D-rN+..+(P+r)+P
(on achangé I'ordre des termes)
Si bien que, en additionnant :
2S=(P+D)+(P+D)+..+(P+D)+(P+D)

(somme comprenant toujours N termes égaux !)

D'ou : 2S= N(P +D)
s_ N(P+D)
2
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3. Suites géométriques (de raison strictement positive)

3.1. Définition
Une suite (u,) est dite géométrique lorsqu'on passe de chague terme au suivant en multipliant toujours par le
méme nombreq : Un+s1 = Q Un

Cenombre g sappelle laraison de la suite (uy).

M4 : comment vérifier qu'une suite est géométrique ?

— Aprés sétre assuré que u, n'est jamais nul, on calcule, pour tout indice n, le rapport de deux termes

consécutifs L . Si on obtient une guantité constante q, alors la suite est géométrique de raison g. Si on
uﬂ

obtient une quantité variable, alorsla suite n'est pas géométrique.

Variante (permettant d'éviter de raisonner avec un rapport et rendant les calculs moins lourds) : on montre qu'il

existe un réd g tel que, pour tout indice n, on ait Un,; = qup.

Exemples : les suites suivantes sont €lles géométriques ?
1) u,= 101",

un+1 _ 1’01n+1

On &, pour tout indicen : U, =0 et
’ " TRRET

=101

Suite géométrique deraison q = 1,01.
Avec lavariante de de M4, il suffit d'écrire que pour tout indicen :
Uny1 = 1,01™" = 1,01 x 1,01" = 1,01u,
2) u,=n?(pour n > 1).

Up _ (497

On apour tout indicen : u,= 0 et >
U, n

Suite non géométrique.

Notons que cette conclusion est immédiate a la vue des premierstermes (U; =4 =u; x 4, U3 =9 = U, X % )

Remargue : toute suite définie par une relation du type u, = A a" (pour n = 0 et a > 0) est géométrique de raison a

car pour tout n, on a:

Réciproquement, peut-on dire que toute suite géométrique de raison g peut sécrire souslaformeu, =Aa" ?

Laréponse est dans ce qui suit.

M5 : comment calculer un terme quel conque d'une suite géométrique ?

— On utilise I'une des relations suivantes : u, = g U 0U Uy = 0" " U, (pour p < n)

Exemples: Calculer u; dansles deux cas suivants :

1) u0=%etq=2: u7=q7u0=27x%=25=32

1 1)°
2) u4=81etq=§: u7=q7’4u4=(—J x81=3
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Exercice : démontrer que toute suite géométrique (u,) peut sécrire: u, = ra".
En effet, si on note g laraison delasuite, on a, dapresM5: u, =" Ug

Il suffit de choisir a=q et A = up pour avoir le résultat demandé.

M6 : comment calculer lasomme Sde N termes consécutifs d'une suite géométrique deraison q ?
— S q#1, onpeut utiliser larelation suivante :
P(L-q")

1-q

S=

ou N = nombre de termes de la somme, P = premier terme de la somme et g = raison de la suite.

—>Sig=1laosS=NP.

Exemples: calculer les sommes suivantes:
1)S=1+2+4+8+ 16+ ... + 4096.
Nous avons affaire a une somme de termes d'une suite géométrique de premier terme Uy = 1 et deraison g = 2.
Se pose encore le probleme du nombre de termes de cette somme. Pour cela, il suffit d'écrire les termes de la
somme Sal'aide d'exposants :

S=20+2" 4224+ .. +2"
On en déduit que la somme S comporte 13 termes.

1x (1-2%)
1-2

D'aprés M6, on obtient : S= =2¥_1=8191

g+l
2)S=1+x+ x°+ X+ ..+ x"= 11X
- X

(pour x# 1, shon S=n + 1)

Note : la formule de la somme de termes d'une suite géométrique (M6) prend parfois d'autres aspects :

e+l .
S=Up+ U+ U+ ...+ U= Wl-a) ouencore S=uU;+ Uy + ... + Uy = M
1-q 1-q
Enfin, la somme S des termes d'une suite géométrique de raison g, de premier terme P et dernier terme D, peut
. P -Dg
encore se calculer avec laformule suivante : S= 1—q

Preuve : comme D = Pq™ %, il vient P(1-q") =P - Pq" =P - Dq.

Quelques démonstrations :

M4 : évident, lesrelations Ui _ g € U1 = q Uy éfant équivalentes des lors que uy, = 0.
n

M5 : soit (u,) une suite géométrique de raison q.
Sig=0o0us Uy=0alors(u, est lasuite nulle est lareation u, = q"up est triviale.
Supposons maintenant q = 0 et up = 0.
Montrons, par récurrence (sur n € N), lapropriété:
() Un=q"o
Si n=0, lapropriété est clairement vérifiée donc g (0) est vraie.

Montrons que, pour tout n € N : )= ph+1)
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Supposons donc, que I'on ait g (n), cet-a-dire:  u,=q"'Up
D'aprés la définition d'une suite géométrique, on a:
Uni1 = (Un
D'aprés I'hypothése de récurrence ¢ (n), cela donne :
Uniz = 0 "o = ¢

On obtient larelation derécurrence au rang n + 1, asavoir @ (n+ 1).

On adonc bien pour tout n € N: )= ph+1).
En conclusion, pour toutn e N, ona: Un=q"Ug

En remplagant n par p, on obtient également : Up = 0°Ug

On adonc: Un §°Uo = Up "Ug
Et commeuy=0etq+0: ur=q" Pup

M6 : soit acalculer lasomme:
S=P+gP+..+d"P

(somme comprenant N = n + 1 termes)

Remarguons que :
S-gS=P+@P+..+qP—(QP+ P +..q"P+q"'P) =P - Pg""
D'ou: S1-q)=PL-q"
AN
S bienques g=1: =P(i—3)

Remarque:siq=1,aorsS=P+gP+...+P=P+P+..+P=(n+1)P=NP.

4. Représentation graphique d'une suite

4.1. D€finition

On seplace dansun repére (O ; 1, ] ). Lareprésentation graphique d'une suite (u,) est I'ensemble des points de

coordonnées (n; uy).

Exemple : Soit (u,) la suite définie par u, = % pour n > 1.

Sa représentation graphique est I'ensemble des pointsisolés (1 ; 1), (2; %), a; %) etc ...
Un
1+ +
n
+
+ +
: n
1 2 3 4 5
14+
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4.2. Théoréme

Si (uy) est une suite arithmétique, alors sa représentation graphique est constituée de points alignés.

Exemple:
Représenter graphiquement la suite arithmétique de
premier termeuy=-5et deraisonr = 2.
Equation de la droite obtenue ?
Y =1IX+ U
Ce théoréme est une conséquence immédiate du fait que
toute suite arithmétique peut sécrire sous laforme:
up=an+b
Ains les points de coordonnées (n, u,) sont situés sur la

droite d'éguation y = ax + b.

5. Sens de variation (ou monotonie)

51

v

5.1. Définition

Soit (u,) une suite de nombresréds. On dit que la suite (uy) est :

e croissante (a partir du rang ng) lorsque u, < Un+; poOur tout entier n = no.

e décroissante (a partir du rang no) lorsque u, > un.; pour tout entier n > ny.

e monotone (a partir du rang ny) s elle est croissante ou décroissante (a partir du rang ng)

e dationnaire lorsque u, = Up.y pour tout n = ng.

e constante s stationnaire et définie a partir du rang np.

On définit la stricte croissance (ou décroissance) al'aide de l'inégalité stricte U, < Un.1 (Un > Unya).

Notation : lesintervalles d'entiers sont souvent notés a l'aide de crochets doubles. Par exemple :
[2;5] ={2;3;4;5}
Si bien qu'on pourra écrire, par exemple, qu'une suite est croissante sur [N, ;+oof .

M7 : comment vérifier qu'une suite est croissante (ou décroissante) ?

— On calcule, pour tout indice n, la différence de deux termes consécutifs u,.; — Uy Si on obtient une quantité

positive, alors la suite (uy) est croissante. Si on obtient une quantité négative, alors la suite (u,) est décroissante.

Si on obtient une quantité de signe variable alors la suite n'est ni croissante, ni décroissante.

Exemple: u,=2n+snn.

Etudions, pour tout entier n, le signe de la différence de deux termes consécutifs :
Ui — U =2(N+1)+sin(n+1)-2n—-snn=2+sn(n+1)—-snn
Or-1<snin+l)<let-1<-snn<1donc-2<sin(n+1)—sinn< 2, par conséquent :

U1 — U, =0

la suite (u,) est donc croissante.
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Cas d'une suite arithmétique :

5.2. Théoréme

Soit (u,) est une suite arithmétique deraisonr :
e Sir>0alors(u,) est strictement croissante
e Sir=0adors(u,) est constante

e Sir<O0aors(uy) est strictement décroissante.

Démonstration :
Comme (u,) est arithmétique, on a pour tout entier n ;
U1 — Un =T

D'oul le résultat en utilisant la définition 5.1.

Cas d'une suite géométrique :

On avu précédemment que toute suite (u,) définie par u, = a" et géométrique. Quel est son sens de variation ?

5.3. Théoréme

Soit (u,) une suite définie par : u, = a" (avec a > 0)
e Sia>1aors(u,) est strictement croissante

e Sia=1alors(u,) est constante

e SiO<a<laors(uy) est strictement décroissante.

Démonstration :
On a, pour tout n : Unyp — Up = AU, — Uy = (@— 1)U,
Comme (u,) est positive (puisque a l'est), le sens de variation ne dépend que du signea — 1.

On conclut en utilisant la définition 5.1.

Exemple:
Soit (u,) une suite géométrique définie avec up = -8 et q =% .

n
D'aprésM5: Un = Upq" = —8 x (%)
" , e 1
Posons v, = 5) La suite (v,) est géométrique de raison >

Puisque 0 < % < 1, lasuite (v,) est strictement décroissante :

Vih > Vpsa POUr tout n
D'ou: —8V, < -8V, pour tout n
Or, u, =—-8v,, dou : Un < Unyy poOUr tout n
La suite (un) est donc strictement croissante.

Autre méthode, en utilisant M7: U,y — Uy = UoG™™ — Uoq" = Uog(q — 1)
Or,q">0etq-1<0 (puisqueq= %). Et comme ug < O (car ug= —8), on en déduit que:

Uni1 — Un > O

La suite (un) est donc strictement croissante.
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Cas des suites du type u, = f(n) :

5.4. Théoréme Ou I'on utilise une fonction associée
Soit (u,) la suite définie par u, = f(n) ou f est une fonction définie sur un intervalle du type]a ; +«[ ol a € R..
Si la fonction f est monotone sur Ja ; +oo[ alors la suite (u,) est monotone sur [E(a)+1;+oof et possede le

méme sens de variation que f.

Démonstration :
Supposons f croissante sur [a ; +oof. (Les autres cas se prouvent de maniére anal ogue)

Pour tout n € [E(a)+1;+of ,0naalors:
un+l_un:f(n+l)_f(n) =0

Donc (uy,) est croissante sur [E(a) +1;+oof .

Exemple : soit (u,) la suite définie, pour n > 1, par : u, = cos ™
n
Notons f lafonction définiesur [1; +oof par :  f(X) = cos z
X
On aen dérivant : f'(x)=izsin£
X X

Or, sin T>o0 pour tout X de[1 ; +oo] puisque T 10 ; =[. Donc f est croissante sur [1 ; +oo[.
X X

La suite (u,) est donc croissante.

6. Limite d'une suite

6.1. Définition

On dit qu'une suite admet une limite ¢ (ou converge vers /) lorsque :

Tout intervalle ouvert centré en ¢ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain indice

Graphiquement, cela setraduit ains :

Quelle que soit la largeur de la bande horizontale choisie, il existe un rang (ou un indice) & partir duquel
tous les points de la représentation graphique de la suite sont situés dans cette bande.

Demaniére plusformelle:

Pour tout rédl ¢ strictement positif, il existe un rang N tel que pour tout indice n, on ait :

N=N= Ju—/<eg
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Illustration avec la suite (u,) définie par :

U= 3n+(-n"
" 2n
Un
+
) +
- +
+
T + + + 4 +
‘
+ + + -+
+ 7
+
1 +

o} 1 n
\ Rang & partir duquel

tous les points sont
danslabande
+ choise

Sur cet exemple, le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) converge vers g .

L'utilisation directe de cette définition n'est pas toujours commode. Heureusement, nous disposons de théoremes
(voir ci-dessous) pour prouver la convergence d'une suite dont I'emploi est bien plus aisé que cette définition.
Cette définition sera surtout utile dans la démonstration de certains théorémes (comme le théoréme des

gendarmes par exemple).
Notons qu'il existe des suites qui ne convergent pas (on dit alors qu'elles divergent). Il y en a de deux types:
Cdles qui ont unelimiteinfinie: par exemple u, = n.

Celles qui n'ont pas de limite : par exemple u, = (-1)". (Uzp = 1 €t Uppis = —1)
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Techniques pour montrer qu'une suite est conver gente :

1) Casdes suites du type u, = f(n) : lesthéorémes énoncés sur les limites de fonctions s appliquent

S lim f(x)=¢dors lim u,=/¢
X—>+00 N—-+o0
En conséquence, on récupére tous les théoremes sur les opérations algébriques ains que les théorémes de
comparaison.
Exemples:
Avec le théoréme des "gendarmes’

Soit : Un = pour n > 1
Etudionsla limite de la suite (uy).
Ona: n<n’+1

Enoutre, n° + 1 < (n+ 1)% (En effet, (n+ 1) =n’+2n+1>n?+ 1car 2n> 2> 0)
On a donc I'encadrement suivant : n<n’+1<(n+1)>?

Par passage a la racine (tous les membres sont positifs), il vient :

n<yn®+l<n+1

Puis en divisant par n (positif) : I<u, <1+ %

Comme lim (1+ %) =1, on en déduit (théoréme des gendarmes) que lim u, = 1.

n—>+o0 n— -+

Avec les théorémes de comparaison

Soit : U, = n*(cosn - 2)
Etudionsla limite de la suite (uy)
Comme-1<cosn<1,ona:-3<cosn-2< -1, doncu, < -n*.

Or lim (—n%) =0, d'oll lim u, = —o0. (On dit alors que la suite (u,) diverge vers —o)

nN—+oo nN—+oo

Exemple : dé&terminer lalimite de la suite (v,) définie par :

n
v 3D
2n
Posons, pour n e N” : U, = sn-1 et W, = Sn+1
2n 2n

Lessuites (uy) et (w,) convergent vers g . Deplus, pour toutn € N : u, < v, < W,

D'aprés le théoreme des gendarmes, on adonc:  lim v, = g

N—+w

2) Casdes suitesrécurrentes: voir les exercices ol des indications seront données.
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3) Casparticulier des suites géométriques

6.2. Théoréme

Soit (u,) une suite définie par : u, = a" (avec a > 0)

e Siae]0; 1] dors(u,) est convergente vers 0

e Sia=1alors(u,) est constante (donc convergente vers 1)

o Siae]l; +oof aors(u,) est divergente (vers+o).

Démonstration :

Nous allons utiliser le résultat suivant :

6.3. Lemme Inégalité de Bernoulli

Pour tout réel x positif et tout entier naturel n, on a:

(1+%)" > 1+ nx

Démonstration du lemme:

Soit x € R.. On considére la propriété o (n) définie pour tout n € N par :
en): (1+x)" > 1+nx

e Ona p(0) puisque (1 + x)0 = 1+ Ox pour tout X € R..

e Montronsque, pour toutne N: p(n) = @+ 1)

Soit n e N. Supposons g (n) : (1+%)" > 1+ nx

Remarque : on peut é&endre

cetteinégalitéax e ]-1, +oof

Commex >0, onaauss 1+ x> 0. En multipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + x), on obtient :

(1+%)™ = (1 + ML +x)

Or: A+m)A+X) =1+x+mX+nx°=1+(+Dx+nx
Commenx®>0,ona: A+n)(1+x) =1+ (n+1)x
D'ol: (1+%)™ = 1+ (n+ Dx

Cequi est p(n+1).
Bilan : on a ¢ (0) et pour tout nde N : )= ph+1)

Donc, pour tout nde N, ona: o (n)
(1+%)" > 1+ nx

Prouvons maintenant le théoréme 6.2. :
Supposonsa € |1 ; +oof. Posonsx=a— 1. Alorsx € ]0 ; +oo[.
D'aprés I'inégalité de Bernoulli :

a"= (1+x)" > 1+nx

Or, lim 1+ nx=+oo. Par comparaison, on en déduit :

nN—+w

lim a"=+4o
n—+o0o

La suite (uy) diverge donc vers +o.

Supposons maintenant a < [0 ; 1.
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Si a=0, lerésultat est évident.

S a= 0, posons: a'zi
a
Alors: ae]l; +oof
D'apréslerésultat précédent : lim a"=+o
n—+o0o
Par passage a |'inverse, nous obtenons : lim a"=0

La suite (u,) converge donc vers 0.

Enfin, s a= 1, lerésultat est évident.

7. Complément : suites arithmético-géométriques

Ce sont les suites (u,) delaforme u,,1 = au, + b ol a et b sont desréds.

Si a=1, dorslasuite (uy) est arithmétique de raison b.

S a= 1 onposeaorsm= 1L . (o est lasolution del'équation X=aX + b;onadonco=an+b; oetla

seule limite possible pour la suite (uy))
On définit alors une nouvelle suite (v,,) par : Vi, = U, — o, pour tout n € N. (Ecart entre la suite (u,) et salimite
éventuelle)
On vérifie que cette nouve le suite (v,,) est géométrique. En effet, pour tout n e N, on a:
Vipi=Uyp—ow=auh+b-o=a,+o)+b-ov=av,+an+b-w=av,
La suite (v,) est donc bien géométrique deraison a. On adonc, pour tout n € N ;
Va=Voa"

(S |Jal < 1 aorslasuite (v,) convergevers0, s a=—1ou |a| > 1 dorslasuite (v,) diverge)

dol :
Uh=Vh+o=Vad" +o=(U—-n)ad" +o

(S |al < 1 dorslasuite (u,) convergeversw, s a=—1ou |a| > 1 alorsla suite (u,) diverge)

Exemple: Up = 2u, + 3, avec Up = 1. Calculer uygo.

102
2

Danscecas, ona:a=2b=3ew=-3doliu,=4x2"-3=2"2_3 doll Uy = -3 et (uy) diverge.
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8. Exercices résolus

Exercice 1
Calculer les sommes suivantes :
S=1+2+3+..+1999+2000 et S,=2001+ 2002 + 2003 + ... + 9998 + 9999,

Exercice 2
Lasuite (uy) est arithmétique de raison r. On sait que Usy = 406 €t Uy = 806.
1. Calculer laraison r et Ug.

2. Caculer lasomme S= usg + Usg + ... + Usgo.

Exercice 3
Une entreprise décide de verser a sesingénieurs une prime annuelle de 500 €. Pour ne pas se dévaluer, il est
prévu gque chaque année la prime augmente de 2% par rapport al'année précédente.
On note (u,) la suite des primes avec u; = 500.
1. Calculer u, puis us (Cest-a-dire la prime versée par I'entreprise la 2°™ année et 1a 3°™ année)
2. Exprimer un., en fonction de u,. En déduire la nature de la suite (uy,).
Un ingénieur compte rester 20 ans dans cette entreprise a partir du moment ou est versée la prime.
3. Calculer laprime qu'il touchera la 20°™ année (C'est-a-dire Usy)

4. Calculer lasommetotale Sdes primes touchées sur les 20 années (C'est-a-dire S= Uy + Up + Uz + ... + Uyp)

Exercice 4

On considére les deux suites (uy) €t (v,) définies, pour tout n e N, par :

3x2"-4n+3 3x2"+4n-3
LA il

2 2
Soit (w,) la suite définie par w, = u,, + vi,. Démontrer que (w,) est une suite géométrique.
Soit (t,) la suite définie par t, = u, — v,. Démontrer que (t,) est une suite arithmétique.

Démontrer que: u, = % (Wh + tn)

A w b PR

Exprimer la somme suivante en fonction den :

Si=Up+ U+ ... + Uy

Exercice 5

Uy=3
On considére la suite (u,) définie par : u

il = pour tout entier naturel n.

n
1. Calculer u; et up. Lasuite (u,) est-élle arithmétique ? Géométrique ?
2. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n,ona: 0<u,<3.

3. On considere la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par :

a) Calculer vy, v; et v,. Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
b) Exprimer v, en fonction den.

¢) Exprimer u, en fonction de v,,. Que vaut u;, ?
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SOLUTIONS

Exercice 1
. ] n(n+1) S - .
Rappelonsquepour toutn e N ona:1+2+ ...+ n=————==. On en déduit immédiatement :
S =1+2+...+1999 + 2000 = M: 2001000.
S+S$=1+2+..+9999= Mz 49995000 d'ou S, = 49995000 — S; = 47994000.
Exercice 2
1) Calcul delaraisonr :
Ona: Up=U,+ (N—p)r
D'ou, lorsquen = p: I
’ s:] p - n— p
Avecn=100 et p=50, cdladonne: r = 100-50 50 =8
Calcul deuy :
Ona: Uzg0 = Up + 100r
D'ou: Up = Ugpo — 100r = 806 — 100 x 8 =6

2) RappelonsquedanslasommeS=up+ ... + Uy, il ya N=n—-p+ 1termes.
La somme S= Usp + Usy + ... + Uigp contient donc N = 100 — 50 + 1 = 51 termes.
En outre, Sest une somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison r = 8.

Nous pouvons donc utiliser laformule :

S N(P+ D)
2
Avec P = usp = 406 et D = uy99 = 806, nous obtenons :
S= w = 30906

Exercice 3

Rappe ons qu'une augmentation de t% se traduit par une multiplication par 1 + 1%.0 .

En particulier, le coefficient multiplicateur associé a une augmentation de 2% est 1,02.

D u=u +EZO u=(1 +HZO Jup = 1,02u; = 1,02 x 500 = 510. De méme, uz= 1,02u, = 1,02 x 510 = 520,2.

La deuxieme année, I'ingénieur touche une prime de 510 € et la troisiéme année une prime de 520,20 €.
2) Laprime u,.; Sobtient de la prime u, par augmentation de 2% donc :
Un+y = 1,02 u,, pour tout entier n > 1
On en déduit, par définition, que la suite (u,) est gégométrique deraison g = 1,02.
3) Calcul de uy, : comme (u,) est une suite géomeétrique, on a:
Ur=0g"" Uy
En particulier, avec n = 20, q = 1,02 et u; = 500, cela donne:
Uzo = 1,02 x 500 =~ 728,41 (41072 prés)

Lavingtiéme année, I'ingénieur touchera une prime 728,41 € (au centime d'euro pres).
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4)

S =u; + Uy + Uz + ... + Uy est une somme de N = 20 termes consécutifs d'une suite géométrique de raison
g = 1,02. Nous pouvons donc utiliser laformule :
_ P@-q")
1-q
Cequi, dans notre cas (P = u; = 500), donne:

S— 500(1- 1,02%°)

~ 12148,69 4102 prés
1-1,02

La somme total e des primes touchées par I'ingénieur sur les 20 années est : 12149 € (a un euro pres)

Exercice 4

1)

2)

3)

4)

3x2”—4n+3Jr 3x2"+4n-3
2 2

Ona: Wh= U, + V= =3x2"

Lasuite (w,) est du typew, = ba" avec b = 3 et a = 2. C'est donc une suite géométrique de raison q=a = 2.

En effet, les termes de (w,) sont clairement non nuls et pour tout entier n, on a:

Wn+1_ 3x 2n+1_
W, 3x 2"
ﬂ_ n _
Ona: tn:un_vn:3><2 24n+3_ 3x2 J2r4n 3: an+3

Lasuite (t,) est dutypet,=an+ baveca=-4 et b= 3. C'est une suite arithmétique deraison r = a=-4.
En effet, pour tout entier n, on a:

tha—th=—4N+1)+3-(-4n+3)=-4
On a, pour tout entier n :

1 1 1
E(wn+tn)= E(un+vn+un—vn)= Ex2xun=un
D'aprés la question 3), chaque terme uy (0 < k < n) dela somme Speut sécrire: uc= %(wk+ ty)
i 1 1 1
Aing : Si==MWo+tg) + = (W +t) + ... + = (Wh+1tp)
2 2 2
En factorisant par % et en regroupant lestermes de la suite (w,) et ceux de la suite (t,), on obtient :

S= %[(Wo+wl+...+Wn)+(t0+tl+...+tn)]

Or, d'apréslaquestion 1, la suite (w,) est géométrique deraison g= 2. On adonc:

~ PA-g")  wy(1-2"Y
1-q 1-2

Wo + Wi + ... + Wh =3(2"-1)

Et d'aprésla question 2, la suite (t,) est arithmétique deraison r = —4. On adonc:

N(P+D) (n+D(tg+t,) (M+D(EB-4n+3)
2 2 - 2 -

to+ti+...+th= (n+1)(3-2n)
Finalement :

S = %[3(2”*1— 1)+ (n+1)(3-2n)] =3x2"-n*+ %n
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Exercice 5

2 2
1) u0=3;u1=—=E s U=

4
1+u, 2 1+u, 3

Ona:u—Uy= S et — U= g . Comme u; — Ug # Uz — Uy, on en déduit immédiatement que la suite (uy,)

n'est pas arithmétique.

Ona: _ % o L2 g Comme i?&ﬁ, on en déduit immédiatement que la suite (u,) n'est pas
U

géométrique.
2) Considéronslapropriété o (n) ="0 < u, < 3" définie pour tout n € N,
e CommeO<u<3,onap).
e Montrons: g (n) = @(n+ 1) pour tout n € N.
Supposons @ (N) : O<u, <3
Ajoutons 1 : 1<1l+u, <4

La fonction inverse éant décroissante sur |0 ; +oof, on déduit :

1, 1 1
1 1+u, 4
Multiplions par 2 : 2> Z ;1
1+u, 2
L 1
D'ou : 22Uy = —
2

1 .
Or:3>26t§>o,dou: 32Uy =0

On adonc g (n+ 1).
Du principe de récurrence, on déduit g (n) pour tout n € N, c'est-a-dire:

0<u,<3pourtoutne N

_1 _1 _1
3) @ w= % =g;vl:u1 :_E;VZZUZ_:i_
UW+2 5 w+2 5 w+2 10

1

La suite (v,) semble géométrique deraison q = 5

Démontrons-le ; pour cela, nous allons exprimer v,,; en fonction de v,
Pour toutn € N, on a:

2 1 1-u,

Voo = Uy, —1 _ 1+u, _ 1+u, _ 1-u, =—Evn
Up,q +2 2 o A2+Ww)  2(2+u) 2
1+u, 1+u,

Nota: il n'y a pas"d'accidents' dans toutes ces fractions puisque u, = —2 et u, = —1 (question 2).
Ce qui prouve que la suite (vy,) est gégométrique deraison g = — >

b) Exprimons v, en fonction de n. Puisgque (v,) est une suite géométrique, nous avons :
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N n" 2
V=0 Vo= —5) %%

¢) Exprimons u, en fonction de v,. Pour cela, on utiliselareation :

_u, -1
" U, +2
En multipliant par u, + 2= 0: Vo(Up+2) =uy—1

Factorisons par up, : Up(Vh — 1) =-1-2v,
Divisonspar v,—1#0: U, = —1-2v, = L+ 2v,
v, -1 1-v,

Calculons uyg Uro = L+ 2

1-vy

10
Or,Vl():(—l) Xg:ix g: 1
2 5

2
2°x5 2°x5+2 2562

PP _ - N _5 \
D'ou: Uo=—""7 5 1 2559 1,00117 (210 pres)
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